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1INTRICATION QUANTIQUE/CLASSIQUE
THIERRY PAUL
Re´sume´. Nous discutons certains liens reliant les paradigmes clas-
sique et quantique non pas en tentant d’e´tablir comment l’un se
re´sout a` l’autre, mais plutoˆt en montrant un certain encheveˆtrement,
une intrication entre ces deux mondes. Apre`s avoir discute´ de l’inci-
dence du classique sur le quantique, par exemple dans la construc-
tion des objets dynamiques, nous montrons comment des traces
quantiques peuvent perdurer a` la limite classique. Nous e´tablissons
enfin comment les deux notions si “type´es” d’impre´dictibilite´ (clas-
sique) et d’inde´terminisme (quantique) se superpose dans certaines
situations.
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1. Introduction
“. . .Non so piu` cosa son, cosa faccio . . .”
Da Ponte
L’intrication est a` la mode. De´crite comme source de proble`mes incon-
tournables dans les anne´es 30 lors des de´bats conceptuels sur la nouvelle
me´canique, elle est de nos jours activement recherche´e comme moteur fonda-
mental de l’informatique quantique.
1. Expose´ au Colloque LIGC 2007 “Logique et Interaction : vers une Ge´ome´trie de la Cognition”,
Albano 13-16 dcembre 2007
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Quantum computing wants entanglement
Car la Me´canique Quantique sans intrication, c’est comme un baiser sans
moustache, comme on disait dans les ope´rettes de ces meˆmes anne´es 30.
La proprie´te´ d’intrication de l’e´tat d’un syste`me quantique “forme´” de
deux particules interdit que l’on puisse parler d’un sous-syste`me forme´ de
l’une d’entres elles. Dans un e´tat intrique´, non seulement les deux particules
n’existent pas inde´pendamment, mais encore chacune contient le reflet de
l’autre : 2particules ne sont pas deux particules.
Mais il est un autre sujet concernant la Me´canique Quantique que l’on peut,
il me semble, rapprocher de l’intrication : c’est son rapport a` la Me´canique
Classique.
Les deux nouvelles me´caniques qui voient le jour a` l’aube du XXie`me
sie`cle, et qui vont permettre de de´passer les deux e´cueils de la me´canique
classique que sont l’interaction a` distance et la structure microscopique de
l’espace, sont deux e´volutions e´piste´mologiquement fort diffe´rentes quant au
changement de paradigme qu’elles offrent a` leur pre´de´cesseurs. La Relativite´
ne fait “que” de´former la structure de la cine´matique classique mais, en
revanche, pre´sente du jamais vu quant aux aspects dynamiques : le tenseur
d’e´nergie-impulsion ne trouve aucune racine dans le monde pre´-relativiste.
En ce qui concerne la Me´canique Quantique la situation est en quelque
sorte inverse´e. Le changement paradigmatique lie´ a` la cine´matique est im-
mense : on passe d’un espace ge´ome´trique inerte a` un espace de Hilbert
d’e´tats quantiques, du commutatif au non commutatif. En revanche la plu-
part des hamiltoniens quantiques sont obtenus a` partir du mode`le classique.
L’e´nergie cine´tique devient un laplacien certes, mais c’est toujours le carre´ de
l’impulsion. La Relativite´ de´forme la cine´matique et invente la dynamique,
la Me´canique Quantique invente une nouvelle cine´matique, et de´forme les
objets acteurs de la dynamique classique vers le paradigme de la nouvelle
cine´matique. Bien suˆr on pourra objecter que la The´orie Quantique des
Champs a invente´ de nouveaux lagrangiens (le mode`le standard par exemple),
mais ils ont toujours un correspondant classique, tout comme la physique
classique moderne a invente´ de nouvelles interactions.
C’est de cette intrication bien particulie`re entre Quantique et Classique
que je voudrais parler dans ce texte. Comme je l’ai dit plus haut l’intrication
est syme´trique par rapport aux deux parties pre´sentes. J’envisagerai donc
tout d’abord l’incidence du classique sur le quantique, puis les traces du
quantique apre`s que la limite classique a e´te´ atteinte. Enfin je discuterai
l’intrication entre deux concepts emble´matiques de la Me´canique Classique
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moderne telle que la the´orie des syste`mes dynamiques chaotiques nous la
pre´sente, l’impre´dictibilite´, et de la Me´canique Quantique dans son essence
meˆme, l’inde´terminisme.
Signalons pour terminer cette introduction qu’il ne sera ici nullement ques-
tion d’une quelconque tentative d’interpre´tation de la Me´canique Quantique
en termes classiques. La dynamique quantique appartient a` un paradigme
propre qui ne peut absolument pas se re´duire ou s’interpre´ter au moyen du
paradigme classique. Il ne fait que s’en inspirer.
2. Du classique dans le quantique
“. . .questa poi ben la conosco . . .”
Da Ponte
L’une des manie`res d’introduire e´conomiquement la Me´canique Quantique
a` partir du formalisme classique consiste a` pre´senter ce dernier sous la forme
de l’e´quation de Liouville. Prenons un syste`me a` un degre´ de liberte´ pour eˆtre
plus simple. Il est bien connu que l’espace de phases correspondant a` cette
situation est R2 et que la dynamique classique peut se lire sur les fonctions
du temps et de de deux variables (position, impulsion) (q, p), f(t, q, p), qui
satisfait l’e´quation
∂tf
t(q, p) = {f t(q, p), h(p, q)},
ou` la fonction h(p, q) est l’e´nergie du syste`me, habituellement de la forme
e´nergie cine´tique + e´nergie potentielle : h(p, q) = p
2
2
+ V (q).
Le crochet de Poisson {f t(q, p), h(p, q)} est e´gal a`
{f t(q, p), h(p, q)} := ∂qf
t(q, p)∂ph(p, q)− ∂pf
t(q, p)∂qh(p, q).
Il est facile de remarquer que la solution f t(q, p) est donne´e a` partir de la
condition initiale f 0(q, p) par la formule
f t(q, p) = (f 0 ◦ Φt)(q, p),
ou` Φt(q, p) = (q(t), p(t)) satisfait les e´quations de Hamilton{
d
dt
q(t) = ∂ph(q(t), p(t)), q(0) = q
− d
dt
p(t) = ∂qh(q(t), p(t)), p(0) = p.
La “quantification” de la discussion pre´ce´dente, pendant quantique de cette
dynamique classique, consiste simplement a` remplacer les fonctions par des
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ope´rateurs (matrices, possiblement en dimension infinie) et le crochet de Pois-
son par le commutateur divise´ par i~
{., .} →
1
i~
[., .].
Puisque, par de´finition, {q, p} = 1, l’ope´rateur correspondant a` la fonction
h(q, p) = p
2
2
+ V (q) sera H := P
2
2
+ V (Q) ou` P et Q seront deux ope´rateurs
satisfaisant
1
i~
[Q,P ] = 1.
l’e´quation de la dynamique devient alors
∂tF
t =
1
i~
[F t, H],
que l’on re´sout par F t = U(t)F 0U(t)−1 ou` l’ope´rateur unitaire U(t) satisfait
d
dt
U(t) = HU(t),
qui est l’e´quation de Schro¨dinger si l’on e´crit U(t)ψ = ψt.
Cette discussion un peu technique montre comment la Me´canique Quan-
tique s’empare des concepts classiques tels que l’e´nergie, les “quantifie” pour
les placer dans SON paradigme. En aucun cas elle ne de´finit la forme du
hamiltonien H, elle l’obtient a` partir de la notion classique d’e´nergies poten-
tielle et cine´tique par la re`gle de quantification satisfaisant en premier lieu
l’adage {., .} → 1
i~
[., .].
Ainsi vue, la Me´canique Quantique apparaˆıt comme une action, une ap-
plication, une fle`che. La plupart des e´quations de la physique mathe´matique
(chaleur, ondes par exemple) qui sont des e´quations portant sur des quan-
tite´s macroscopiques sont de´rive´es a` partir d’un mode`le microscopique par
un principe de re´duction. Certaines cependant traitent de quantite´s macro-
scopiques mais ne sont pas de´rive´es d’un mode`le microscopique, les e´quations
de la turbulence de la me´canique des fluides par exemple. Mais l’e´quation de
Schro¨dinger, elle, porte sur des quantite´s microscopiques (fonction d’onde de
l’e´lectron) et est de´rive´e d’un mode`le macroscopique. C’est un tour de force
e´piste´mologique qu’il faut remarquer, et qui a peut-eˆtre e´te´ a` la source de
bien des malentendus quand a` l’interpre´tation de la Me´canique Quantique.
La deuxie`me occurrence de la pre´sence du classique dans le quantique est
fournie par le processus de la mesure. On conside`re de nos jours que la mesure
fait partie de l’e´volution quantique, qui se partage ainsi en deux :
– l’e´quation de Schro¨dinger
– la mesure.
INTRICATION 5
La mesure re´tablit pour nous notre besoin, he´rite´ d’une solide et envahis-
sante culture classique, d’obtenir une seule re´ponse a` toute question pose´e.
Le fait que la dynamique quantique se place dans un espace vectoriel (de Hil-
bert) cre´e dans le paradigme de celle-ci l’ide´e de superposition. L’e´quation
de Schro¨dinger est line´aire, et on peut toujours conside´rer a` partir de deux
conditions initiales leur somme comme nouveau point de de´part pour une
dynamique qui va eˆtre la somme des deux e´volutions. Il y a dans la nature
quantique des e´tats superpose´s qui ont une “de´composition spectrale” plutoˆt
qu’une valeur bien de´finie d’une quantite´ observable. Mais ces e´tats nous ne
les voyons pas. Nous ne les voyons pas justement parce que, lorsque nous
observons un syste`me afin de mesurer une observable, nous ne faisons que
relever la valeur de celle-ci, comme l’on rele`ve un compteur d’e´lectricite´. Nous
effectuons une mesure quantique.
Le processus de mesure quantique a cette proprie´te´ de tout d’abord pro-
jeter l’e´tat superpose´ sur un de ces termes, et ensuite de “relever” la valeur
(unique cette fois) associe´e a` ce vecteur. Cette projection est ale´atoire, le
re´sultat n’est pas pre´dictible. Nous avons satisfait notre besoin d’unicite´ de la
re´ponse (par exemple nous avons supprime´ l’ide´e d’ubiquite´), mais nous avons
perdu notre cher (et contestable, nous le verrons plus bas) de´terminisme.
La mesure quantique est donc une incidence partielle et tre`s particulie`re du
classique dans le quantique, mais nous verrons dans la dernie`re section com-
ment l’inde´terminisme quantique se confond parfois avec l’impre´dictibilite´
des syste`me chaotiques, un phe´nome`ne tout a` fait classique lui, rendant par
la` meˆme cette incidence classique dans le quantique moins partielle que l’on
pourrait penser.
3. Du quantique dans le classique
“...a cenar tecco m’invitasti, e son venuto....”
Da Ponte
La premie`re incidence de la pre´sence du quantique dans le classique se
trouve tout simplement dans la perception de la matie`re qui nous entoure.
Sans la Me´canique Quantique la matie`re n’est pas stable, et tout corps est
forme´ essentiellement de vide : “passe-murailles” devient banal. La phy-
sique classique est donc de´ja` une the´orie “en attente”, utilisant des pro-
prie´te´s d’une the´orie a` venir. On pourrait mentionner aussi toute une se´rie
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de phe´nome´nologies de la structure atomique qui raisonnent presque exclusi-
vement en termes classiques et ne gardent que quelques irisations quantiques,
par exemple le principe d’exclusion de Pauli. Irisations certes, mais absolu-
ment ne´cessaires a` l’obtention de re´sultats aussi “visibles” que la stabilite´ de
la matie`re.
Mais il est une autre situation ou` le quantique s’invite a` la table du clas-
sique, et cela de fac¸on plus conceptuelle et plus drastique, c’est le cas ou` des
traces de quantiques survivent a` la limite semiclassique. Qu’entendons-nous
par la` ?
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente la correspondance {., .} → 1
i~
[., .],
que l’on doit en fait e´crire
{., .} ↔
1
i~
[., .].
En effet cette fle`che de´finit a` la fois une fac¸on de quantifier et une fac¸on de
retrouver la dynamique classique par passage a` la limite ~→ 0 (voir [2] pour
plus de de´tails).
Le curseur ~ permet donc de passer de chacune des the´ories a` l’autre.
Mais de`s que l’on parle de dynamique deux questions “naturelles” viennent
troubler un ciel pourtant a priori sans nuage : existence et asymptotisme.
Sous quelles conditions les deux dynamiques existent-elles, et surtout ces
conditions sont-elles les meˆmes pour les deux ? Et si l’on regarde la dynamique
a` temps divergent vers l’infini, la limite classique avant et apre`s ce passage a`
l’infini temporel est-elle la meˆme ? Retrouve-t-on le paradigme classique, ce
cher espace absolu si cher a` Newton (et a` Kant) a` tous les coups ?
Ces questions pourraient paraˆıtre techniques, et seulement techniques,
si elles ne re´ve´laient pas, lors des re´ponse correspondantes, une nouvelle
phe´nome´nologie classique ou` la solution prime sur l’e´quation. Nous traite-
rons dans la section suivante du lien entre le processus de mesure, ou plutoˆt
les re´sultats qui lui sont associe´s, et la the´orie du chaos classique. Mention-
nons ici la possibilite´, dans cette situation, du phe´nome`ne d’ubiqu¨ıte´.
Nous avons mentionne´ pre´ce´demment le fait que l’e´quation de Liouville
e´tait re´solue par la composition de la condition initiale par un flot. Ce re´sultat
est valable sous certaines hypothe`ses de re´gularite´ du potentiel V entrant
dans l’e´nergie. Si le potentiel est trop peu re´gulier la dynamique n’existe pas,
au sens que les e´quations n’ont pas de solution. Ou plutoˆt elles en ont trop
la plupart du temps. Un des exemples est bien suˆr le potentiel newtonien,
avec sa singularite´ a` l’origine, qui interdit a` la me´canique newtonienne de
dire quelque chose en cas de choc.
Le paradigme classique n’aime pas les e´quations posse´dant plusieurs so-
lutions. Car dans ce cas un flot, trajectoire d’une particule repre´sente´e par
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un point mate´riel, peut se scinder en plusieurs branches, et nous avons ten-
dance a` ainsi associer plusieurs positions a` une meˆme particule. Nous faisons
ainsi, au fond, pour des raisons transcendantales : la particule vit dans un
espace absolu, et elle ne peut occuper qu’une position et une seule. Mais la
Me´canique Quantique, elle, a battu en bre`che cette restriction, d’ailleurs de
la fac¸on la plus e´le´gante qui soit : lorsque nous posons la question ”Ou` es-
tu ?” la particule choisit ale´atoirement sa position parmi un certain jeu des
possibles.
En ge´ne´ral ce jeu des possibles est large, a la puissance du continu. C’est
le sens des ine´galite´s de Heisenberg : la position peut prendre toutes les
valeurs dans une espe`ce de petite boule de rayon . . .~ justement. Et il n’est
pas difficile d’imaginer que, lorsque ~ → 0 cette boule n’a aucune raison, a
priori, de tendre beˆtement vers un point. Elle peut tendre vers une varie´te´
e´tendue (comme un chewing-gum), nous le verrons dans la section suivante,
ou elle peut se vaporiser en plusieurs points, ceux-la` meˆme que la mauvaise
e´quation classique cre´ait au travers de ses solutions multiples.
4. Intrication pre´dire/de´terminer
“. . .cosi fan tutt. . .”
Da Ponte
L’inde´terminisme est certainement le trait qui a le plus choque´ toute
personne de´couvrant la Me´canique Quantique. Fort de sa culture classique
pre´dictive, l’explorateur du quantique a du mal a` imaginer que le re´sultat
d’une mesure soit ale´atoire, imbibe´ qu’il est de l’ide´e de trajectoire telle que
nous l’avons de´crite a` la section pre´ce´dente.
De hasard il n’y en aurait donc pas.
On fait donc en ge´ne´ral (de moins en moins il est vrai, mais il y en a
toujours qui exage`rent) le reproche a` la Me´canique Quantique de n’eˆtre pas
de´terministe, alors que, de plus en plus la` aussi, la complexite´, le statistique
et l’ale´atoire nous envahissent culturellement. Si la tempe´rature aujourd’hui
n’est jamais e´gale a` la moyenne saisonnie`re, c’est parce que la probabilite´ que
cela soit le cas est (presque) nulle.
Pourtant la Me´canique Classique a remise´ depuis bien longtemps ses pre´ten-
tions pratiques a` pre´dire exactement l’e´volution lointaine dans le temps de
la dynamique. Depuis plus d’un sie`cle maintenant, on sait que les e´quations
parfaitement de´terministes de la me´canique de Newton ont des solutions qui,
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lorsqu’on laisse le temps filer, gardent de moins en moins en me´moire le point
dont elles sont issues. Cette sensibilite´ aux conditions initiales, cet effet pa-
pillon, a pour effet que, dans les bons syste`mes chaotiques, une petite boule
de points initiaux, que l’incertitude d’une mesure “classique” ne permettrait
pas de diffe´rencier entre eux, va, cette boule, e´voluer dans le temps et se
transformer certes en conservant son volume (c¸a c’est toujours vrai, in eter-
nam) mais en s’aplatissant et se dilatant dans des directions transverses. Cet
effet “paˆtissier” montre comment la dynamique chaotique est un rouleau a`
paˆtisserie justement, et comment, meˆme issus d’une toute petite boule, tous
ces points initiaux (il y en a beaucoup, bien suˆr) vont former une feuille, une
varie´te´ plate, tout comme l’on forme chaque feuille d’une paˆte feuillete´e.
Bien suˆr, “en principe”, un point donne un point et cela est re´versible,
mais a` la condition de la possibilite´ d’un acce`s a` une pre´cision infinie, autant
dire un leurre. Imaginer que cela est possible, c’est faire une paˆtisserie tout
au leurre.
Le meˆme phe´nome`ne se produit en Me´canique Quantique, mais sans be-
soin de leurre, puisque l’ambigu¨ıte´ du re´sultat de la mesure est de´ja` dans la
the´orie. La fonction d’onde de la particule se de´localise le long, pre´cise´ment,
de la re´gion classique ou` la petite boule classique s’e´tait de´localise´e tout a`
l’heure. Effectuons maintenant une mesure et tout naturellement le re´sultat
indiquera une valeur pre´cise, ponctuelle, et contenue dans cette re´gion. Tout
comme e´tait ponctuelle la position du point apre`s e´volution sous la condition
d’une pre´cision infinie lors de la mesure classique initiale de la position. Le
re´sultat quantique est ale´atoire en raison de l’inde´terminisme quantique, tout
comme est ale´atoire la position classique finale en raison de l’impre´dictibilite´
classique (voir [3],[2] pour plus de de´tails).
Ainsi donc, dans la limite ~ → 0 de syste`mes quantiques a` contrepartie
classique chaotique,
l’inde´terminisme quantique et l’impre´dictibilte´ classique
se rencontrent.
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